¥ NOTE SUT SISTEMI LINEARI RISOLUBILY COL METODD DEI MINIMI QUADRATI =
(di Franco Milani)
In astronomia e in altre scienze ci si trova spesso nella situazione di
rappresentare 17andamento di un certo fenomeno con una equazionsg lineare
in piu’ incognite, i cul coefficienti rappresentano guantita’ gia’ note
o valutabili con Tosservaziong. Con piu’ determinazioni, si arriva ad
ottenere un sistema lineare in cul 11 numero di eguazioni puo’ superare
il numero di dncognite. In guei casi, se le osservazioni si comportano
secondo 1a legge normale degli errori e guindi vige il principio della
media aritmetica (gli errori tendono a compensarsi), il metodo dei minimi
guadrati pun’ consentire di determinare i valori piu’ probabili per le
incognite ed anche i relativi errori standard.
Nel sequito esamineremo i passi di un procedimento di calcolo di questo
tipo, correlato da un esempio. Data la diffusa disinformazione su questi
metodi, mi auguro che possa essere utile.

Sia dato un sistema in M equazioni ed N incognite dove M > N (numero di
gquazioni maggiore di guello delle incognite), nella forma seguentes

AT + A12%X2 ¢ L . .+ AINEXN = O
AZ X + AZ2EXE + . . .+ AZNEXN = 02
A1t + AM2=X2 + . . .+ AMNEXN = OM

I1 principio dei minimi quadrati consente di trovare 1'N-pla di soluzioni
X1, X2, v wu, XN per 1a guales &7 minima la somma dei quadrati degli scarti
fra valori calcolati e valori osservati, ossia la somma dei guadrati dei
va lori

Al1xX1 + AIZ2%X2 + . . . + AIN#XN - CI

dove gli XIJ sono gquelli calcolati trovando la soluzione, & non
iovalori “veri”.

I odati noti sono i coefficienti ALJ & 1 termini noti CI, e quelli
da determinare sono le incognite XI.

I1 metodo di risoluzione consente di “trasformare” il sistema iniziale
in M oequazioni ed N incognite in dn nuovo sistema in N equazioni ed N
incognite, detto "sistema di equazioni normali”, che avendo il numero di
equazioni pari a guello delle incognite sara’ poi risolubile coi metodi
standard delle matrici.

La prima parte del procedimento consiste guindi nella trasformazione

del sistema in sistema ad N incognite ed N equarioni, e si effettua

in N passi nel modo sequente:

1) osi moltiplicano tutti i termini delle equazioni del sistema
intziale per i loro primi coefficienti, pol si sommano membro a
menbro le egquazioni cosi’ trasformate, ottenendo la prima eguazions
normales

2) si moltipiicano tutbti i termini delle eguazioni del sistema
iniziale per i loro secondi coefficienti, poi si sommano membro a
menbro e equazioni cosi’ trasformate, ottensndo Ia seconda
equazions normale;

MY si moltiplicano tutti 4 termini delle equazioni del sistema
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iniziale per i loro N-esimi coefficienti, poi si sommano membro a
membro le equazioni cosi’ trasformate, ottenendo la N-esima
ggquaziong normale.

gi risolve infine il sistema delle N gquazioni normali col metodi
standard, ricavandone il determinante della matrice incompleta
(che serve anche poi per il calcolo degli errori standard) e

le incognite X1,X2, ..., XN,

i procede pol, S necessario, al calcolo dell’errore standard
globale e degli errvori standard relativi alle singole incognite
(8.E. = Standard Error), nel modo seguente.

Con le incognite X1,X2,...,%XN calcolate, si possono determinare
dalle M equazioni iniziali M residul, dati das

RY = AT1X1 + A12%X2 + . . . + ATNRXN - (1
R2 = AR%X1 + AZ2%X2 + . . . + AZNEXN - c2
RM = AM1%X1 + AM2%X2 + . . . + AMN®XN -~ CM

g quindi si puo’” calcolare la somma @ dei quadrati dei residui RI
@ = R1%R1 + R2Z¥R2 + . . . + RMRM

L’errore standard globale EG e’ dato allora dalla radice quadrata di
4@ diviso per M-N (numero equazionl meno nNUmMero incognite)

EG o= SQR(G/(M-N)
Per calcolare gli errori standard relativi alle incognite, facciamo
riferimento al determinante della matrice (quadrata) incompleta del
sistema di eguazioni normali, che avremo gia’ calcolatos
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dove i KIJ sono i coefficienti delle equazioni normali ricavati col
procedimento iniziale.

Denominiamo con L(I} il determinante del minore della matrice ottenuto
sopprimendo 1a riga e la colonna a cui appartiene il coefficiente KITy
aveeno allora N determinanti L(I) ciascuno relativo ad un’incognita, e
gli errori standard relativi alle incognite sarannod

EI o= EGx*SQRLCIN/D)
cioe’ si ottengono estraendo le radici quadrate dei quozientl degli LI

divisi per il determinante D della matrice incompleta del sistema di
gquazioni normali.

gsenpio di calcolo

Supponiame di dover risolvere ol metodo dei minimi guadrati
il seguente sistema:

Z



DX+ AXY + 3%Z = 20

%X+ GEY + %7 = 42

G¥X + THY + 9%Z = B0 T
X + 3%Y + 2%Z = 15

(i coefficienti sono stati scelti in modo casuale, gquindl dovremo
aspettarci degli errori standard piuttosto elevati)

moltiplichiamo termine a termine le equazioni per i loro coefficienti
di % (la prima per 2, la seconda per 3, la terza per & e la guarta
per 1), ottenendo la tabella seguente:

4 8 b 40
9 15 24 124
36 42 H4  4BO
1 3 2 15

50 & 84 &éT {-- gsomme delle singole colonne

sommando le singole colonne, si hanno i coefficienti della prima
gquazions normale, che risulta esseres

G0N+ ABHY + BERL = b&1

moltiplichiamo ora le equazioni termine a termine per i coefficienti
di ¥, ottensndos

& 16 12 g0
15 25 40 210
4 45 43 G40
3 K4 & 45
&8 29 124 895 {-- gsomme delle singole colonne

guindi la seconda eguazione normale e’:
S0%X + 99xY + 2% = 890

moltiplichiamo le equazioni termine a termine per i coefficienti di
Z, ottenendo:

& 12 9 &G
24 413 b4 334
G4 &3 81 720
2 & 4 30
B 121 158 1146 {-- gomme delle singole colonne

e la terza equazionse normale e’ quindi:z
Ba&uX + 121%Y + 188%7 = 1144

abbiamo cosi’ ottenuto il sistema delle eguazioni normalis

S0%X + ABxY +  Béxd = 661 .
G8%Y + P9%Y 4+ 124%Z = BP5
BauX + 21xY + 15ExI = 1144

calooliamone 11 determinante della matrice incompleta
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D=1 68 99 121 = 2470

g6 121 1448 1

Le soluzioni, ricavate col metodi di calcolo usuali & approssimate
a due decimali, sonos

X = F139572470 = 12.71
Y o= ~3830/2470 = -1,55
om0 76072470 = 1,52

caleoliamo gli scarti sostituendo le dincognite cosi’ determinate
nelle egquazioni iniziali

212,71 4 4 (1085 + Oed,52 - 20 0= 3,78
12,71 + S (-1.55) + 8%1.52 - 42 = i
H¥12.71 + TH(~1.55) + 9%1.52 - BO = -~ .91

12.71 + 3% (-1.55) + 2%1,52 - 15 = -3.90

Ia somma del guadrati degli scarti e’ data daz

G = 3.78%3.78 + 048,054 ¢ LP1H,F + ZL90%3.90 = 30.42

Terrore standard globale ¢ guindis

EG = SGR(30.62/(4-3)) = §5.53

caleoliamo ora L determinanti dei minori relativi alle incognite
29 1211

LX)y = | o= 1001 LYY = |

H o= 504 L{Z) = i
121 1581 i :

e

gli errori standard relativi alle incognite sono alloras

EX = EG#GQROLOXI/D) = S.53=%8QROI001/2470) = 3,82
EY = EGRGQRILIYI/D) = 5.53%8QR{ 504/2470) = 2,50
EZ = EG#GGROL(ZI/ZDY = S.03#8GR( 326/2470) = 2.00

avreno quindi in definitiva per le soluzioni 1 valori:

X = 2.7 +- 3.52  (8.E.)
Y = ~1.833 +~ 2.850 (S8.E.)
4 = .52 +- 2,00 (S.E.?

con un ervore globale di 5.53 (5.E.)
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